










































V glavnem izreku 5.6 zaključne naloge nastopajo kar tri različne grupe, zato smo zaradi
lažjega razločevanja abelovo grupo označili kar z A.

Obstajajo tudi grupe, ki niso abelove. Imenujemo jih neabelove grupe. Najmanǰsa
neabelova grupa, ki je reda 6, je diedrska grupa D2·3 oziroma njej izomorfna grupa, tako
imenovana simetrična grupa S3.

V nadaljevanju bomo uporabili kartezični produkt in direktni produkt, zato ju sedaj
oba definirajmo.

Definicija 2.7. Kartezični produkt množic S1, S2, ..., Sn je množica vseh urejenih n−teric
(a1, a2, ..., an), kjer je ai ∈ Si za i = 1, 2, ..., n. Kartezični produkt pǐsemo kot:

S1 × S2 × · · · × Sn

ali
n∏

i=1

Si.

Sedaj, naj bodo G1, G2, ..., Gn grupe in uporabimo multiplikativno notacijo za vse
grupne operacije, kakor je to storil Fraleigh. Gledano na Gi kot množice lahko formiramo∏n

i=1 Gi. Pokažimo, da lahko naredimo
∏n

i=1 Gi v grupo z binarno operacijo množenja po
komponentah.

Izrek 2.8. Naj bodo G1, G2, ..., Gn grupe. Za (a1, a2, ..., an) in (b1, b2, ..., bn) v
∏n

i=1 Gi,
definirajmo operacijo množenja po komponentah:

(a1, a2, ..., an)(b1, b2, ..., bn) = (a1b1, a2b2, ..., anbn).

Potem je
∏n

i=1 Gi skupaj s to operacijo grupa, ki jo imenujemo direktni produkt grup Gi.

Dokaz. Naj bo ai ∈ Gi in bi ∈ Gi. Ker je Gi grupa, sledi da je aibi ∈ Gi. Po definirani
binarni operaciji na

∏n
i=1 Gi v izreku, sledi, da je

∏n
i=1 Gi zaprt za dano binarno operacijo.

Zakon asociativnosti v
∏n

i=1 Gi velja. To dokažemo tako, da uporabimo asociativnost po
komponentah:

(a1, a2, ..., an)[(b1, b2, ..., bn)(c1, c2, ..., cn)] = (a1, a2, ..., an)(b1c1, b2c2, ..., bncn)

= (a1(b1c1), a2(b2c2), ..., an(bncn))

= ((a1b1)c1, (a2b2)c2, ..., (anbn)cn)

= (a1b1, a2b2, ..., anbn)(c1, c2, ..., cn)

= [(a1, a2, ..., an)(b1, b2, ..., bn)](c1, c2, ..., cn).

Če je ei identiteta v Gi, je potem očitno, da je z množenjem po komponentah (e1, e2, ..., en)
identiteta v

∏n
i=1 Gi. Nazadnje, (a−1

1 , a−1
2 , ..., a−1

n ) je inverz elementa (a1, a2, ..., an). Torej
je

∏n
i=1 Gi grupa.
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Avtomorfizmi grupe Z5:

Grupa Z5 je ciklična, zato je vsak homomorfizem ϕ : Z5 → Z5 določen s sliko generatorja.
Če označimo ϕ(1) = n, bo ϕ bijektivna preslikava natanko takrat, ko bo

n ∈ {1, 2, 3, 4}.

Torej je
Aut(Z5) ∼= Z∗

5.

Avtomorfizmi grupe Z10:

Tudi grupa Z10 je ciklična, zato velja podoben sklep kot zgoraj. Če označimo ϕ(1) = n,
bo tokrat ϕ bijektivna preslikava za

n ∈ {1, 3, 7, 9},

kar pomeni, da je
Aut(Z10) ∼= Z∗

10.

Opomba: V splošnem so avtomorfizmi grupe Zn v bijektivni korespondenci z elementi Z∗
n.

Elementu m ∈ Z∗
n pripada preslikava množenja z m po modulu n.

(7) Ugotovi, ali sta dani grupi izomorfni in poǐsči eksplicitni izomorfizem, če sta:

(a) Z6 in Z2 × Z3,

(b) Z4 in Z2 × Z2,

(c) Z30 in Z2 × Z3 × Z5.

Rešitev: (a) Imamo Abelovi grupi reda 6:

Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5},
Z2 × Z3 = {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2)}.

Grupa Z6 je ciklična z generatorjem 1, medtem ko pri grupi Z2 × Z3 ni na prvi pogled
jasno, ali je generirana z enim elementom. Hitro pa lahko preverimo, da jo generira
element (1, 1), kar pomeni, da lahko definiramo izomorfizem ϕ : Z6 → Z2 × Z3 s predpisi:

ϕ(1) = (1, 1),

ϕ(2) = (0, 2),

ϕ(3) = (1, 0),

ϕ(4) = (0, 1),

ϕ(5) = (1, 2),

ϕ(0) = (0, 0).

(b) Sedaj imamo dve Abelovi grupi reda 4:

Z4 = {0, 1, 2, 3},
Z2 × Z2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}.

9
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Grupa Z4 je spet ciklična z generatorjem 1, medtem ko grupa Z2 × Z2 tokrat ni ciklična.
Če bi namreč bila, bi obstajal element reda 4. Preverimo pa lahko, da so vsi elementi,
razen enote, reda 2, kar pomeni, da grupi Z4 in Z2 × Z2 nista izomorfni.

(c) Grupi Z30 in Z2×Z3×Z5 sta reda 30. Ker so 2, 3 in 5 paroma tuja števila, ima element
(1, 1, 1) ∈ Z2 ×Z3 ×Z5 red 30, zato lahko definiramo izomorfizem ϕ : Z30 → Z2 ×Z3 ×Z5

s predpisom:
ϕ(k) = (k mod (2), k mod (3), k mod (5)).

Opomba: Grupi Zmn in Zm × Zn sta izomorfni natanko takrat, ko sta števili m in n tuji.
V tem primeru je izomorfizem ϕ : Zmn → Zm × Zn dan s predpisom

ϕ(k) = (k mod (m), k mod (n)).

Od tod med drugim sledi, da za vsako končno Abelovo grupo G obstaja izomorfizem

G ∼= Zp
n1
1

× · · · × Zp
nk
k
,

kjer so pi praštevila, ki delijo red grupe G. Isto praštevilo se lahko ponovi večkrat, kot
smo videli v primeru G = Z2 × Z2.

(8) Poǐsči vse Abelove grupe reda 80.

Rešitev: Razcep števila 80 se glasi
80 = 5 · 24.

Če je G Abelova grupa reda 80, je torej produkt faktorjev oblike Z5,Z2,Z4,Z8 in Z16.
Različne možnosti so:

G ∼= Z5 × Z16,

G ∼= Z5 × Z8 × Z2,

G ∼= Z5 × Z4 × Z4,

G ∼= Z5 × Z4 × Z2 × Z2,

G ∼= Z5 × Z2 × Z2 × Z2 × Z2.

(9) Zapǐsi grupno tabelo za operacijo v grupi Z∗
10. Kateri grupi je izomorfna grupa Z∗

10?

Rešitev: Z oznako Z∗
n označimo grupo (za množenje) obrnljivih elementov v kolobarju Zn.

Ta grupa ima ϕ(n) elementov, njena enota pa je element 1.

V našem primeru je
Z∗

10 = {1, 3, 7, 9},
grupna tabela pa se glasi

◦ 1 3 7 9
1 1 3 7 9
3 3 9 1 7
7 7 1 9 3
9 9 7 3 1

10
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(4) Bijekciji f, g : Z17 → Z17 sta dani s predpisoma:

f(x) = 2x,

g(x) = x3.

Poǐsči reda bijekcij f in g, če ju smatramo kot elementa simetrične grupe S17.

Rešitev: Bijekcija f ima red 8, bijekcija g pa red 4.

(5) Kolikšen je maksimalen red, ki ga lahko ima element grupe S12?

Rešitev: Maksimalen možni red je 60. Takšen red ima na primer permutacija

(1 2 3 4 5)(6 7 8 9)(10 11 12).

(6) Poǐsči vse homomorfizme grup:

(a) Z8 → S3,

(b) Z2 × Z2 → Z4,

(c) Z4 → Z3.

Rešitev:

(a) Vsak homomorfizem ϕ : Z8 → S3 je določen z vrednostjo ϕ(1). Ker mora
red elementa ϕ(1) deliti 8, dobimo štiri možnosti:

ϕ(1) = (1)(2)(3),

ϕ(1) = (1 2)(3),

ϕ(1) = (1 3)(2),

ϕ(1) = (1)(2 3).

(b) Homomorfizem ϕ : Z2 × Z2 → Z4 je določen s slikama elementov (1, 0) in
(0, 1), ki morata imeti red 1 ali 2. Tako dobimo naslednje možnosti:

ϕ(1, 0) = 0, ϕ(0, 1) = 0,

ϕ(1, 0) = 2, ϕ(0, 1) = 0,

ϕ(1, 0) = 0, ϕ(0, 1) = 2,

ϕ(1, 0) = 2, ϕ(0, 1) = 2.

(c) Edini možni homomorfizem ϕ : Z4 → Z3 je ničelni homomorfizem.

(7) Poǐsči vse Abelove grupe reda 36.

Rešitev: Do izomorfizma natanko so to grupe:

G ∼= Z36,

G ∼= Z4 × Z3 × Z3,

G ∼= Z2 × Z2 × Z9,

G ∼= Z2 × Z2 × Z3 × Z3.
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Anja Smrtnik, Klasi�kacija grup majhnih redov

Posledica 2.5 �e je G kon£na grupa in g ∈ G, potem red elementa g deli

red grupe G.

Dokaz: Ker je grupa G kon£na, je tudi red elementa g kon£en. Tedaj

je 〈g〉 = {e, g, g2, g3 . . . , g|g|−1} podgrupa grupe G in velja |〈g〉| = |g|. Po

Lagrangevem izreku 2.4 kardinalnost podgrupe 〈g〉 deli kardinalnost grupe
G. Torej red elementa g res deli red grupe G. �

Trditev 2.6 �e je G grupa pra²tevilske mo£i p, potem je grupa G cikli£na.

Dokaz: Naj bo G grupa pra²tevilske mo£i p in naj bo g ∈ G, g 6= e. Torej

mora biti |g| ≥ 2. Po posledici Lagranegovega izreka 2.5 vemo, da |g| deli
mo£ grupe G. Torej je |g| = |G|, saj je |G| = p. To pa pomeni, da je 〈g〉 = G.

Torej je grupa G cikli£na. �

Trditev 2.7 Naj bo G grupa in naj bosta a, b ∈ G taka elementa, da je

ab = ba in 〈a〉 ∩ 〈b〉 = {e}. Potem je red elementa ab enak najmanj²emu

skupnemu ve£kratniku redov elementov a in b.

Dokaz: Naj bosta a, b ∈ G taka, da velja |a| = n in |b| = m. Trdimo,

da je |ab| = v(|a|, |b|) = v. Ozna£imo k = |ab|. Ker je v najmanj²i skupni

ve£kratnik ²tevil m in n, lahko zapi²emo v = n · v1 in v = m · v2, kjer je
D(v1, v2) = 1.

Torej velja

(ab)v = avbv = an·v1bm·v2 = (an)v1(bm)v2 = ev1ev2 = e,

in tako je k ≤ v.

8
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Anja Smrtnik, Klasi�kacija grup majhnih redov

Po drugi strani, ker je (ab)k = e, je ak = b−k.

Ker je ak ∈ 〈a〉, b−k ∈ 〈b〉 in 〈a〉 ∩ 〈b〉 = {e}, je ak = b−k = e.

Po posledici 2.5 sledi n|k in m|k. Torej je k skupni ve£kratnik ²tevil m in

n. Ker pa je v najmanj²i skupni ve£kratnik teh dveh ²tevil, je v ≤ k. Torej

velja v = k, kot smo trdili. �

Lema 2.8 Naj bosta H in K kon£ni podgrupi grupe G. Potem je

|HK| = |H||K|
|H ∩K|

.

Dokaz: Enakost |HK| = |H||K|
|H∩K| zapi²imo takole: |HK| = [H : H∩K] · |K|.

Presek H∩K ozna£imo s C, indeks [H : C] pa z n. Podgrupa H je torej unija

disjunktnih odsekov H = h1C∪h2C∪· · ·∪hnC za primerne elemente hi ∈ H.

Zapi²emo HK = (h1C ∪ h2C ∪ · · · ∪ hnC)K = h1CK ∪ h2CK ∪ · · · ∪ hnCK.

Podgrupa C je vsebovana v podgrupi K, zato je CK = K, odtod pa HK =

h1K ∪ h2K ∪ · · · ∪ hnK. Odseki h1K,h2K, . . . , hnK so paroma disjunktni.

Prepri£ajmo se, da to res drºi. Ker po trditvi 2.2 vemo, da sta dva odseka

bodisi enaka bodisi disjunktna, je dovolj videti, da se za noben i, j ne more

zgoditi hiK = hjK. Predpostavimo, da to velja, torej hiK = hjK. To

pomeni, da je hiki = hjkj za neka ki, kj ∈ K. Torej je kik−1j = h−1i hj. Ker

je element kik−1j ∈ K, sledi, da je element h−1i hj ravno tako element grupe

K. V tem primeru vidimo, da je element h−1i hj hkrati v grupi H in grupi K.

To pa pomeni, da je hiC = hjC, kar je v protislovju s predpostavko, da so

h1C, h2C, . . . , hnC ravno vsi odseki grupe H po grupi C.

Torej je

|HK| = n · |K| = [H : C] · |K| = [H : H ∩K] · |K| = |H||K|
|H ∩K|

. �
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Anja Smrtnik, Klasi�kacija grup majhnih redov

ϕ : G −→ D2n

ϕ : aibj 7−→ ρiτ j

za vsak i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} in za j ∈ {0, 1}.
Po ve£kratni uporabi ena£be ba = a−1b dobimo, da je

bai = baai−1 = a−1bai−1 = a−1baai−2 = a−1a−1bai−2 = a−2bai−2 = · · · = a−ib

za vsak i ≥ 0 in ker je a−i = an−i, dobimo bai = an−ib za vsak 0 ≤ i ≤ n− 1.

V grupi G torej velja:

(ai)(ai
′
) = ai+i′

(ai)(ai
′
b) = ai+i′b

(aib)(ai
′
) = aian−i

′
b = ai+n−i′b

(aib)(ai
′
b) = aian−i

′
bb = ai+n−i′

Povsem enake zveze veljajo v diedrski grupi D2·n, kjer a nadomestimo z ρ, b

pa s τ . Zato je ϕ(aibj) = ρiτ j res izomor�zem iz G v D2·n. �

2.7 Direktni produkt grup

Druºine grup, ki smo jih spoznali do sedaj, nam dajo neskon£no mnogo grup.

Kaj kmalu pa ugotovimo, da obstajajo ²e druge. V tem razdelku bomo

predstavili operacijo na grupah, s katero lahko iz poznanih grup tvorimo

povsem nove grupe.

Naj bosta G inH grupi. Direktni produkt grup G inH je mnoºica urejenih

parov

G×H = {(g, h) : g ∈ G, h ∈ H}

skupaj z operacijo

(g1, h1) ◦ (g2, h2) = (g1 ◦G g2, h1 ◦H h2),

17
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Anja Smrtnik, Klasi�kacija grup majhnih redov

pri £emer sta ◦G in ◦H oznaki operacij grup G in H.

Trditev 2.14 Direktni produkt G × H grup G in H je grupa za binarno

operacijo (g1, h1)(g2, h2) = (g1g2, h1h2).

Dokaz: Preveriti moramo vse aksiome, katerim mora zado²£ati grupa.

Ker operacijo izvajamo po komponentah in sta G in H grupi, je o£itno, da je

operacija notranja in asociativna. Prav tako je jasno, da je netvralni element

direktnega produkta element (eG, eH), kjer sta eG ∈ G, eH ∈ H nevtralna

elementa grup G in H, in da je (g, h)−1 = (g−1, h−1), kjer sta g−1 in h−1

inverza elementov g in h v pripadajo£ih grupah.

Torej je direktni produkt G×H res grupa. �

Trditev 2.15 Naj bo (g, h) ∈ G×H. Red elementa (g, h) je enak najmanj-

²emu skupnemu ve£kratniku redov elementov g in h.

Dokaz: Ker je (g, h) = (g, eH)(h, eG), elementa (g, eH) in (h, eG) pa o£itno

komutirata, je element (g, h) element komutativne grupe 〈(g, eH), (eG, h)〉.
Torej po trditvi 2.7 sledi, da je red elementa (g, h) enak najmanj²emu sku-

pnemu ve£kratniku redov elementov (g, eH) in (eG, h), torej najmanj²emu

skupnemu ve£kratniku redov elementov g in h.

�

Trditev 2.16 Grupa Zm×Zn je izomorfna cikli£ni grupi Zm·n natanko tedaj,

ko sta m in n tuji si ²tevili.
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Dokaz: Naj bo d najve£ji skupni deljitelj ²tevil m in n. Po trditvi 2.15

je red elementa (1, 1) v grupi Zm × Zn enak mn
d
. Po drugi strani za vsak

element (a, b) ∈ Zm × Zn velja

mn

d
(a, b) = (

n

d
(ma),

m

d
(nb)) = (0, 0).

Torej so redi elementov iz te grupe manj²i ali enaki mn
d
. Od tod sledi, da je

maksimalen red elementa iz Zm × Zn enak mn
d
.

Grupa Zm × Zn je izomorfna cikli£ni grupi Zm·n natanko tedaj, ko premore

element (a, b) reda mn. To pa je moºno le, £e je d = 1, torej ko sta si ²tevili

m in n tuji. �

Zgornjo trditev zlahka posplo²imo na ve£ faktorjev. Dokaz prepu²£amo

bralcu.

Trditev 2.17 Grupi Zm1·m2···mk
in Zm1 × Zm2 × · · · × Zmk

sta izomorfni

natanko tedaj, ko so si ²tevila m1,m2, . . . ,mk paroma tuja.

Dokaz: Dokaz prepu²£amo bralcu. �

Trditev 2.18 Naj bosta H in K podgrupi edinki grupe G za kateri velja, da

je HK = G. �e je nevtralni element edini skupni element podgrup H in K,

potem je grupa G izomorfna grupi H ×K.

Dokaz: Poiskati moramo izomor�zem med grupo G in grupo H × K.

De�nirajmo

ϕ : H ×K → G

s predpisom

ϕ((x, y)) = xy
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za vsak x ∈ H in y ∈ K. Preveriti moramo, da je preslikava ϕ homomor�zem

in da je bijekcija.

Naj bosta h ∈ H in k ∈ K poljubna elementa. Tedaj je hkh−1 ∈ K in

kh−1k−1 ∈ H, saj sta H in K edinki grupe G. Torej je hkh−1k−1 ∈ H ∩K
in zato je hkh−1k−1 = e, to je hk = kh. Vsak element iz H torej komutira z

vsakim elementom iz K.

Za vsak x, x′ ∈ H in za vsak y, y′ ∈ K torej velja

ϕ((x, y)(x′, y′)) = ϕ((xx′, yy′)) = xx′yy′ = xyx′y′ = ϕ((x, y))ϕ((x′, y′)),

zato je ϕ homomor�zem grup.

Da preverimo injektivnost privzemimo, da velja ϕ((x, y)) = ϕ((x′, y′)). Torej

je xy = x′y′ in zato x′−1x = y′y−1. Leva stran pripada grupi H, desna

stran pa grupi K. Torej obe strani pripadata H ∩ K in zato sta obe enaki

nevtralnemu elementu. To pomeni, da je x = x′ in y = y′ in zato (x, y) =

(x′, y′). Torej je ϕ injektivna preslikava.

Vemo tudi, da je HK = G, kar pomeni, da je vsak element iz grupe G oblike

xy za nek x ∈ H in nek y ∈ K. Zato je preslikava ϕ surjektivna.

Dokazali smo, da je ϕ izomor�zem grup , kar pomeni, da je H ×K ∼= G. �

2.8 Center grupe

V tem razdelku si bomo ogledali posebej odlikovano podgrupo edinko, ki jo

premore vsaka grupa in igra pomembno vlogo pri strukturi grupe.

Center grupe G, ki ga ozna£imo z Z(G), je podmnoºica tistih elementov

grupe G, ki komutirajo z vsemi elementi te grupe:

Z(G) = {a ∈ G | ax = xa, ∀x ∈ G}.

20
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